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Resumen

Se aborda el estudio de la conexión afín desde el punto de vista natural de una conexión de calibre bajo el grupo de transformaciones generales de coordenadas GL(N,R) en un espacio N dimensional sin torsión y se propone un principio de acción. Seguidamente se estudia el caso particular N = 3 sin materia, consiguiéndose que hay soluciones de tipo cosmológicas consistentes con la gravedad de Einstein.

1. Introducción
La visión natural de que la gravitación pueda ser tratada, al menos hasta cierto nivel de analogía como una teoría de calibre ha sido un tema considerado por muchos autores1-7. Esta motivación ha tenido origen esencialmente en el éxito alcanzado por la teoría de Calibre de Yang-Mills8 en su aplicación al modelo electro-débil9-11.

Particularmente, se tendrá como punto de partida examinar la estructura de calibre que posee el grupo GL(N,R) 12 o de Transformaciones Generales de Coordenadas en el que si se sigue el esquema de construcción de la teoría de Yang-Mills es de esperarse una densidad lagrangiana cuadrática en la curvatura de Riemann-Christoffel. Este tipo de densidades lagrangianas son de gran interés13-21, pues poseen problemas de renormalización menos severos22 que las teorías basadas en una densidad lineal en el escalar de Ricci.

Finalmente, como escenario de ensayo en el entendimiento de la gravitación abordaremos el caso particular de la gravedad en dimensión 2+1, el cual ha atrapado la atención de muchos autores (entre muchos otros ver las referencias23,24 ). Allí veremos las soluciones de vacío de la teoría así como su vínculo natural de la conexión GL(N,R) con la formulación de conexión de Spin.

2.   Construcción de Calibre
2.1    La conexión en Relatividad General
En Relatividad General, una manera de introducir la conexión 
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[image: image2.wmf]V

 un tensor (covariante o contravariante) de rango 1 definido en un espacio 
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A lo largo de este trabajo consideraremos espacios con torsión nula, es decir : 
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donde se ha hecho uso de las tétradas 
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, las cuales pueden ser definidas mediante la escogencia de coordenadas locales inerciales 
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satisfaciéndose la relación
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donde 
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 son las componentes métricas y 
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 las de la métrica de Minkowski:
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Seguidamente exigimos que las derivadas covariantes transformen de la manera usual bajo transformaciones generales de coordenadas o 
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donde hemos definido el Jacobiano de la transformación directa e inversa con componentes matriciales
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Sustituyendo (1) en (8) se obtiene la conocida regla de transformación de la conexión:
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Seguidamente, uno puede definir el tensor de curvatura de Riemann-Christoffel (
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De esta definición se obtiene inmediatamente que el tensor de curvatura tiene las siguientes componentes
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2.2    GL(N,R) como grupo de calibre

   Con la finalidad de establecer una relación entre la gravedad de Einstein y la formulación usual de la teoría de calibre reinterpretaremos la regla de transformación (11) como una transformación de calibre de una conexión. Para esto, aquí introducimos el objeto
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Es de observarse que éste no es covariante bajo 
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. Sin embargo, si consideramos transformaciones locales de Lorentz definidas por las isometrías locales 
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de la métrica de Minkowski 
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y como las tétradas transforman como tensores relativistas especiales de rango 1 en el índice inercial, entonces (14) transforma como


[image: image32.wmf](

)

(

)

n

m

n

m

b

b

a

a

A

A

L

=

¢

      .                                                (16)


Ahora bien, para ver como transforma en los índices curvos introduciremos la siguiente notación 
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 con lo cual (11) nos dice


[image: image34.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

n

a

a

m

n

s

s

a

a

m

n

m

1

1

-

-

¶

+

=

¢

U

U

U

A

U

A

a

a

a

    .                        (17)


Esta relación muestra que 
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Queremos subrayar algunos aspectos de 
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. Por un lado, es sabido que este grupo posee una estructura más complicada que la del de Lorentz, el cual es también un grupo no compacto con representación finita no unitaria (generadores no hermíticos).


Uno puede estudiar los generadores de 
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 dependientes de las coordenadas de espacio-tiempo, se definen las transformaciones infinitesimales de la manera siguiente:
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Entonces, los generadores 
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con el álgebra
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   Los generadores 
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 son no hermíticos en general, razón por la cual estamos en presencia de representaciones finitas no unitarias (grupo no compacto).

2.3    Curvatura
Siguiendo la construcción estándar de una teoría de Yang-Mills, definiremos la curvatura de ésta de la manera siguiente:


[image: image52.wmf][

]

b

a

b

a

a

b

ab

A

A

A

A

F

,

+

¶

-

¶

º

        ,                                      (22)

donde se han omitido los índices de universo. Seguidamente, puede mostrar que como la torsión es nula, la definición (22) es tanto covariante en los índices locales inerciales como en los índices curvos, o sea bajo transformaciones generales de coordenadas. De hecho, usando las definiciones (3) y (14) junto con (13) podemos establecer una relación entre el tensor de curvatura de Riemann-Christoffel y la curvatura tipo Yang-Mills como sigue:
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3.   Formulación Lagrangiana Invariante de Calibre
3.1   Principio de Acción 

Uno puede comenzar por introducir una densidad lagrangiana invariante de calibre de la forma
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con la cual construimos la acción libre 
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Asumiremos un principio de acción del tipo Palatini, en el cual se harán variaciones de la conexión e independientes de la métrica, estando esto sustentado en el hecho de que 
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 y sus derivadas. Las variaciones en la métrica dan información sobre lo que sería el tensor momento-energía asociado a 
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donde hemos definido el objeto
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con el cual las ecuaciones de campo libre son 
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. Adicionalmente, el objeto (27) posee la propiedad de corriente conservada, ya que su divergencia covariante de calibre es idénticamente nula:
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La relación (27) puede ser reescrita en componentes y en términos del tensor de curvatura de Ricci mediante (14) y (23) de la manera siguiente:
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donde 
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 es el tensor conformal de Weyl.

3.2   Caso N = 3 sin materia
Será de nuestro interés examinar el caso particular de dimensión 
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Entonces es deseable que (30) contenga soluciones consistentes con la teoría de Einstein con constante cosmológica expresada por las ecuaciones:
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De hecho, a partir de (30) podemos ver que la teoría libre (25) contiene como soluciones triviales a todas las soluciones de (31): las del vacío (
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Ahora bien, se puede agregar algo más sobre las propiedades de esta solución si usamos explícitamente 
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Esta expresión nos está diciendo que en dimensión 2+1 con 
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 es puro calibre, indicando el carácter trivial que uno espera de la gravedad. Por lo tanto, este campo posee un carácter topológico lo cual puede conducirnos a la reinterpretación de que (32) con 
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 es la ecuación de movimiento que proveniente de una teoría de tipo Chern-Simons (CS) construida con la conexión 
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3.3     Relación con la conexión de Spin
Considerando la invariancia local de Lorentz del espacio tangente podemos extender la derivada covariante (1) (o (2)) introduciendo la conexión de spin 
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el cual transforma correctamente si la conexión de spin obedece la ley de transformación
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donde 
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 es un elemento de matriz del Jacobiano de la transformación local de Lorentz en el espacio tangente al punto 
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 del espacio-tiempo. 


De manera consistente con la exigencia de que la métrica sea un tensor constante respecto a la derivación covariante (i.e., 
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por lo cual, haciendo  
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Sin embargo, uno puede establecer una relación más intima entre estas conexiones si se explora la curvatura asociada a cada una de éstas. Extendiendo la relación (12) para un tensor de rango 1 con índice local inercial de manera
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implicando para todo 
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 que
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donde hemos usado (23). 

(38) establece una relación directa entre las curvaturas definidas con la conexión GL(N,R) y con la conexión SO(N,1). Aquí ocurre una suerte de “dualidad”: por un lado la teoría de calibre definida con la conexión 
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 “ve” al grupo GL(N,R) como el grupo de calibre, mientras que la definida con la conexión 
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 “ve” al grupo SO(N,1) como el grupo de calibre.

4.  Conclusión

Se ha mostrado que, siguiendo la construcción de Yang-Mills a partir de una conexión GL(N,R), es posible llegar a una teoría lagrangiana cuadrática en la curvatura de Riemann-Christoffel. 

Particularmente nos interesó el caso de dimensión 2+1, en el que el tensor de Weyl es idénticamente nulo. Esta teoría tiene como solución trivial de vacío la de DeSitter que a su vez, para el caso particular de constante cosmológica nula conduce a que la conexión es puro calibre, lo cual es bien conocido. Queda por estudiarse soluciones con materia considerando el acoplamiento con campos materiales via la conexión GL(N,R).

Finalmente, mostramos que existe un vínculo “dual” entre la conexión GL(N,R) y la de spin con la condición de que el vielbien sea covariantemente constante (
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